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压电材料中两个非对称平行裂纹的基本解
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摘要:  采用 Schmidt方法分析压电材料中非对称平行的双可导通裂纹的断裂性能1 利用 Fourier

变换使问题的求解转换为求解两对以裂纹面位移之差为未知变量的对偶积分方程1 为了求解对

偶积分方程,直接把裂纹面位移差函数展开成 Jacobi多项式形式1 最终得到了裂纹的应力强度因

子与电位移强度因子之间的关系1 数值结果表明,应力强度因子和电位移强度因子与裂纹间的距

离、裂纹的几何尺寸有关; 与不可导通裂纹有关结果相比, 可导通裂纹的电位移强度因子远小于相

应问题不可导通裂纹的电位移强度因子1 同时可以发现裂纹间的/ 屏蔽0效应也在压电材料中出

现1 
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引   言

很长期以来,压电材料的力O电耦合效应已为人们所知,然而,也就是在近几年由于压电材
料在电子装置如作动器和传感器上的应用,人们才对其性能分析产生巨大兴趣1 要关注这些
电子设备的可靠性和耐用性, 必须对压电材料的损伤和断裂过程有一个基本的理解,这也引起

了人们对压电材料断裂力学行为研究的热情[ 1O6] 1 在对压电材料理论断裂分析中, 研究者假定

裂纹表面是无应力的,但对于裂纹面上的电边界条件人们还有不同的意见1 因为裂纹间的空

气或其它介质的导电率与压电材料相比非常小,因此 Deeg[ 7]和 Pak[ 8]假定裂纹面无电荷作用,

这就是所谓的不可导通裂纹模型1 根据这一裂纹模型, 利用/假牵引- 电位移0法对压电材料

中多个平行不可导通裂纹间的相互作用问题进行了分析[ 9] 1 另一方面,一些研究人员[ 10]认为

裂纹的厚度非常小, 且裂纹内是真空、空气或其它气体, 因此认为电势和电位移在裂纹面上应

是连续的, 这就是所谓的导通裂纹模型1 根据这一假定,在文献[ 5]中分析了压电材料中单个

可导通裂纹的断裂问题1 利用类推含有介质的电容器的性质, Hao 和 Shen
[ 11]
给出了一种考虑

裂纹内气体导电性的电边界条件裂纹模型1 有趣的是不同的电边界条件会有不同的结果[ 12] 1 
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文献[ 13O16]分析了压电材料中平行双裂纹或者平行四裂纹间的相互作用问题,然而在文献
[ 13O16]中考虑的是对称断裂问题1 据了解,对于压电材料中平行非对称可导通裂纹的断裂问

题,到目前为止,还没有见利用 Schmidt[ 17]方法研究过1 因此有必要对这一问题加以分析1 

本文将利用 Schmidt
[ 17]
方法,对压电材料中平行非对称可导通裂纹的反平面断裂问题进行

分析1 文献[ 14]中的问题只是本文问题的一种特殊情况1 利用 Fourier变换使问题的求解转

换为求解两对以裂纹面位移之差为未知变量的对偶积分方程1 为了求解对偶积分方程, 直接

把裂纹面位移差函数展开成 Jacobi多项式形式1 这种求解方法不同于文献[ 1O10]所采用的方
法,最终,数值结果表明应力强度因子和电位移强度因子与裂纹间的距离、裂纹的几何尺寸有

关1 

1  基 本方 程

设一压电材料平面中含有两个平行非对称的长度分别为2l 1和2l 2的一对裂纹, 如图1所

示, h是两裂纹间垂直距离, d是两裂纹中心间的水平距离 1 这里, l1、l 2、h和d都是无量纲变

量1 在此仅考虑反平面机械位移和平面电位移的情况1 如Soh[ 12]工作中的讨论,在本文中将

讨论可导通裂纹面情况, 即假定电势和电位移在裂纹面上是连续的 1 假定压电平面受一反平
面剪切应力 Syz = - S0 的作用( S0 是反平面剪切应力幅值) ,因此本问题的边界条件可表示为

  

w
( 1)

( x , h) = w
(2)
( x , h) , S( 1)yz ( x , h) = S(2)yz ( x , h) ,

<(1) ( x , h) = <(2) ( x , h) , D
(1)
y ( x , h) = D

( 2)
y ( x , h) ,

      y = h, x < d - l 2, x > d + l 2;

( 1)

  
w

( 2)
( x , 0) = w

(3)
( x , 0) , S(2)yz ( x , 0) = S(3)yz ( x , 0) ,

<(2) ( x , 0) = <(3) ( x , 0) , D
( 2)
y ( x , 0) = D

(3)
y ( x , 0) ,

  y = 0, | x | < l1; ( 2)

  

S(1)yz ( x , h) = S(2)yz ( x , h ) = - S0,

<(1) ( x , h) = <(2) ( x , h) , D
(1)
y ( x , h) = D

( 2)
y ( x , h) ,

      y = h, d - l 2 [ x [ d + l 2;

( 3)

  
S(2)yz ( x , 0) = S(3)yz ( x , 0) = - S0,

<(2) ( x , 0) = <(3) ( x , 0) , D
( 2)
y ( x , 0) = D

(3)
y ( x , 0) ,

  y = 0, | x | [ l1; ( 4)

  w
( j)

= <( j ) = 0,   当( x
2
+ y

2
)
1/ 2 y ] , j = 1, 2, 3; ( 5)

图 1 压电材料中两平行非对称裂纹模型

这里 S( j )zk ( x , y ) , D
( j )
k ( x , y ) ( k = x , y ) 分别是反

平面剪切应力和平面电位移 1 w
( j)
( x , y ) 和

<( j ) ( x , y ) 分别是反平面剪切位移和电势 1 这里
右上角角标 j ( j = 1, 2, 3) 分别是上半平面 1、中间

层2 和下半平面 3,如图 1 所示1 这里半平面 1、

中间层 2和下半平面 3是同一种材料1 
本构方程可表示为:

  S( j )zk = c44w
( j )
, k + e15<

( j )
, k , ( 6)

  D
( j )
k = c15w

( j )
, k - E11<

( j)
, k , ( 7)

这里 c44、e15、E11 分别是剪切模量、压电常数和介电常数1 
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在不考虑体力和电荷作用情况下, 压电材料的反平面控制方程为[ 12]

  c44¨2w( j )
+ e15¨2<( j ) = 0, ( 8)

  e15¨2w( j )
- E11¨2<( j ) = 0, ( 9)

这里 ¨2 = 52/ 5x 2+ 52/ 5y 2是二维Laplace算子1 方程( 8)和方程( 9)经 Fourier 变换后,其解可

表示为

  
w

( 1)
( x , y ) =

1
2PQ

]

- ]
A 1( s ) e

- | s| y
e
isx
ds,

<(1) ( x , y ) =
e15
E11

w
(1)
( x , y ) +

1
2PQ

]

- ]
B 1( s ) e

- | s | y eisxds ,

  y \ h; ( 10)

  
w

( 2)
( x , y ) =

1
2PQ

]

- ]
[ A 2( s ) e

- | s | y
+ B 2( s) e

| s | y
] eisxds ,

<
(2)
( x , y ) =

e15
E11

w
(2)
( x , y ) +

1
2PQ

]

- ]
[ C2( s) e

- | s | y
+ D2( s ) e

| s| y
] e

isx
ds ,

  h \ y \ 0; ( 11)

  

w
( 3)

( x , y ) =
1
2PQ

]

- ]
A 3( s ) e

| s | yeisx ds,

<(3) ( x , y ) =
e15

E11
w

(3)
( x , y ) +

1
2PQ

]

- ]
B 3( s ) e

| s | y ei sx ds,

  y [ 0; ( 12)

这里 A 1( s)、B 1( s )、A 2( s )、B2( s )、C2( s)、D2( s)、A 3( s) 和 B3( s) 是未知函数,变量上面的一横

杠表示经过Fourier变换的量, 即

  �f ( s ) = Q
]

- ]
f ( x ) e

- i sx
dx 1 ( 13)

由方程( 6)和方程( 7)可得

  

S(1)yz ( x , y ) = -
1
2PQ

]

- ]
| s | [ LA 1( s ) e

- | s | y
+ e15B1( s) e

- | s | y
] ei sx ds,

D
(1)
y ( x , y ) =

1
2PQ

]

- ]
E11 | s | B1( s) e

- | s | yeisx ds,

  y \ h;

( 14)

  

S(2)yz ( x , y ) = -
1
2PQ

]

- ]
| s | L[ A 2( s ) e

- | s | y
- B 2( s) e

| s | y
] +

  e15[ C2( s) e
- | s | y

- D2( s ) e
| s | y

] eisxds ,

D
(2)
y ( x , y ) =

1
2PQ

]

- ]
E11 | s | [ C2( s ) e

- | s| y
- D2( s) e

| s | y
] eisxd s,

  h \ y \0;

( 15)

  

S(3)yz ( x , y ) =
1
2PQ

]

- ]
| s | [ LA 3( s) e

| s | y
+ e15B3( s) e

| s | y
] eisx ds,

D
(3)
y ( x , y ) = -

1
2PQ

]

- ]
E11 | s | B3( s) e

| s | yeisxds ,

  y [ 0;

( 16)

这里   L= c44+ e
2
15/ E111 

为了求解问题, 裂纹面上的位移之差分别定义为

  f 1( x ) = w
(1)

( x , h
+
) - w

( 2)
( x , h

-
) , ( 17)
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  f 2( x ) = w
(2)

( x , 0+ ) - w
( 3)

( x , 0- ) 1 ( 18)

把方程( 10)至方程( 12)分别代入到方程( 17)至方程( 18)中, 并应用 Fourier 变换和边界条

件( 1) ~ ( 4)可得

  �f 1( s) = [ A 1( s) - A 2( s) ] e
- | s | h

- B2( s ) e
| s | h

, ( 19)

  
e15
E11
�f 1( s ) + [ B1( s) - C2( s ) ] e

- | s | h
- D2( s ) e

| s | h
= 0, ( 20)

  �f 2( s) = A 2( s ) + B2( s) - A 3( s) , ( 21)

  
e15

E11
�f 2( s ) + C2( s) + D2( s ) - B3( s) = 01 ( 22)

把方程( 14)至方程( 16)分别代入到方程( 1)至方程( 4)中可得

  LA 1( s) e
- | s | h

+ e15B1( s) e
- | s | h

=

    L[ A 2( s ) e
- | s | h

- B2( s) e
| s | h

] + e15[ C2( s) e
- | s | h

- D2( s) e
| s | h

] , ( 23)

  [ B1( s) - C2( s ) ] e
- 2| s | h

+ D2( s) = 0, ( 24)

  L[ A 2( s) - B2( s ) ] + e15[ C2( s) - D2( s) ] = - LA 3( s) - e15B3( s) , ( 25)

  C2( s) - D2( s) + B3( s ) = 01 ( 26)

利用方程 ( 19) 至方程 ( 26) 8 个方程求解 8 个未知函数 A 1( s)、B1( s )、A 2( s )、B2( s)、

C2( s )、D2( s )、A 3( s )、B3( s) , 并利用边界条件( 1) ~ ( 4)可得

  
c44
4PQ

]

- ]
| s | [�f 1( s ) + e- | s | h�f 2( s ) ] e

isxds = S0,   d - l 2 [ x [ d + l 2, ( 27)

  
c44
4PQ

]

- ]
| s | [�f 2( s ) + e- | s | h�f 1( s ) ] e

isxds = S0,   | x | [ l 1, ( 28)

  Q
]

- ]
�f 1( s) e

isx
ds = 0,   x < d - l 2, x > d + l 2, ( 29)

  Q
]

- ]
�f 2( s) e

isx ds = 0,   | x | > l11 ( 30)

为了确定未知函数�f 1( s) 和�f 2( s) , 必须求解上面两对对偶积分方程1 

2  对偶积分方程的求解

这里可以利用 Schmidt
[ 17]
方法来求解对偶积分方程( 27)至方程( 30) ,裂纹面上的位移差函

数 f 1( x ) 和 f 2( x ) 可以展开成如下级数形式:

f 1( x ) =
6
]

n= 0

anP
( 1/ 2, 1/ 2)
n

x - d
l 2

1 -
( x - d )

2

l
2
2

1/ 2

,   d - l 2 [ x [ d + l 2,

0,   x < d - l 2, x > d + l2;

( 31)

f 2( x ) =
6
]

n= 0
bnP

(1/ 2, 1/ 2)
n

x
l 1

1-
x
2

l
2
1

1/ 2

,   - l 1 [ x [ l 1,

0,   | x | > l 1,

( 32)

这里 an 和 bn 是未知系数, P
(1/ 2, 1/ 2)
n ( x ) 是 Jacobi多项式

[ 18] 1 方程( 31)、( 32)经 Fourier 变换后

为[ 19]

  �f 1( s) = 6
]

n = 0

anGn
1
s
Jn+ 1( sl 2) e

- isd
, Gn = 2 P(- 1) nin

# ( n + 1+ 1/ 2)
n!

, ( 33)
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  �f 2( s) = 6
]

n = 0

bnGn
1
s
Jn+ 1( sl 1) , ( 34)

这里 #( x ) 和 Jn( x ) 分别是 Gamma函数和 Bessel函数1 

把方程( 33)至方程( 34)代入到方程( 27)至方程( 30)中, 方程( 29)和方程( 30)能够自动满

足,方程( 27)至方程( 28)经过分别在区间 [ d - l 2, x ] 和[- l 1, x ] 上对 x 积分后变为

  
c44
4P6

]

n = 0
GnQ

]

- ]

sgn( s )
i s [ ane

- i sd
Jn+ 1( sl 2) + e

- | s| h
bnJn+ 1( sl 1) ] [ e

isx
- e

is( d- l
2
)
] ds =

    S0( x - d + l 2) , d - l 2 [ x [ d + l 2, ( 35)

  
c44
4P6

]

n = 0
GnQ

]

- ]

sgn( s )
i s [ e

- | s | h
an e

- isd
Jn+ 1( sl 2) + bnJn+ 1( sl 1) ] [ e

isx
- e

is l
1] ds =

    S0( x + l 1) , | x | [ l 11 ( 36)

至此方程( 35)、( 36)可以利用Schmidt[ 17]方法求解未知系数 an 和 bn1 这里省略了这一过程的

描述,具体可见文献[ 20] 1 

3  强 度因 子

若未知系数 an 和 bn 获得了,整个扰动应力场和扰动电位移场就可以获得 1 但对于断裂

力学, 重要的是确定裂纹尖端附近的扰动应力场和扰动电位移场 1 沿裂纹面的应力 S(1)yz 、

S(2)yz 、S
(3)
yz 和电位移D

(1)
y 、D

( 2)
y 、D

(3)
y 可分别表示为

  

S(1)yz ( x , h) = S(2)yz ( x , h ) =

  -
c44
4P 6

]

n= 0

GnQ
]

- ]
sgn( s) [ ane

- isd Jn+ 1( sl 2) + e- | s | h
bnJn+ 1( sl1) ] e

i sx ds ,

S(1)xz ( x , h) = S(2)xz ( x , h ) =

  
ic44
4P 6

]

n= 0

GnQ
]

- ]
[ ane

- isdJn+ 1( sl 2) + e- | s | h
bnJn+ 1( sl 1) ] e

i sxds ;

( 37)

  

S
(2)
yz ( x , 0) = S

(3)
yz ( x , 0) =

  -
c44

4P 6
]

n= 0
GnQ

]

- ]
sgn( s) [ ane

- isd
Jn+ 1( sl 2) + bn Jn+ 1( sl 1) ] e

isx
ds,

S
(2)
xz ( x , 0) = S

(3)
xz ( x , 0) =

  
ic44

4P 6
]

n= 0
GnQ

]

- ]
[ ane

- isde- | s | hJn+ 1( sl 2) + bnJn+ 1( sl 1) ] e
i sx ds;

( 38)

  

D
(1)
y ( x , h) = D

(2)
y ( x , h) =

  -
e15
4P 6

]

n= 0

GnQ
]

- ]
sgn( s) [ ane

- isd Jn+ 1( sl 2) + e- | s | h
bnJn+ 1( sl1) ] e

i sx ds ,

D
(1)
x ( x , h) = D

(2)
x ( x , h) =

  
ie15
4P 6

]

n= 0

GnQ
]

- ]
[ ane

- isdJn+ 1( sl 2) + e- | s | h
bnJn+ 1( sl 1) ] e

i sxds ;

( 39)
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D
(2)
y ( x , 0) = D

( 3)
y ( x , 0) =

  -
e15
4P 6

]

n= 0
GnQ

]

- ]
sgn( s) [ ane

- isd
e
- | s | h

Jn+ 1( sl 2) + bnJn+ 1( sl 1) ] e
isx
ds,

D
(2)
x ( x , 0) = D

( 3)
x ( x , 0) =

  
ie15

4P 6
]

n= 0
GnQ

]

- ]
[ ane

- isd
e
- | s | h

Jn+ 1( sl 2) + bnJn+ 1( sl 1) ] e
i sx
ds1 

( 40)

从方程( 37)和方程( 39)可得,上部裂纹右尖端附近应力场和电位场的奇异部分可分别表

示为 ( d + l 2 < x ) :

  

SR1yz = -
c44

4P6
]

n = 0
anGn Q

]

0
Jn+ 1( sl 2) e

is(x- d) ds - Q
0

- ]
Jn+ 1( sl 2) e

is(x- d) ds =

  -
c44

4P 6
]

n= 0
anGnQ1n ( x ) ,

S
R
1xz =

ic44
4P 6

]

n= 0
anGn Q

]

0
Jn+ 1( sl 2) e

is(x- d) ds + Q
0

- ]
Jn+ 1( sl 2) e

is( x- d) ds = 0;

( 41)

  

D
R
1y = -

e15
4P6

]

n = 0
anGn Q

]

0
Jn+ 1( sl 2) e

is(x- d) ds - Q
0

- ]
Jn+ 1( sl 2) e

is(x- d) ds =

  -
e15
4P 6

]

n= 0

anGnQ1n ( x ) ,

D
R
1x =

ie15
4P 6

]

n= 0

anGn Q
]

0
Jn+ 1( sl 2) e

is(x- d)
ds + Q

0

- ]
Jn+ 1( sl 2) e

is( x- d)
ds = 0;

( 42)

这里

Q1n( x ) =

- 2(- 1) n/ 2
l
n+ 1
2

( x - d )
2
- l

2
2[ x - d + ( x - d )

2
- l

2
2]

n+ 1
,   n = 0, 2, 4, 6, ,,

2i(- 1) ( n+ 1) / 2l n+ 12

( x - d )
2
- l

2
2[ x - d + ( x - d )

2
- l

2
2]

n+ 1
,   n = 1, 3, 5, 7, ,

从方程( 37)和方程( 39)可得, 上部裂纹左尖端附近应力场和电位场的奇异部分可分别表

示为 ( x < d - l 2) :

  

SL1yz = -
c44
4P6

]

n = 0

anGn Q
]

0
Jn+ 1( sl 2) e

is(x- d) ds - Q
0

- ]
Jn+ 1( sl 2) e

is(x- d) ds =

  -
c44
4P 6

]

n= 0
anGnQ

*
1n ( x ) ,

SL1xz =
ic44

4P 6
]

n= 0
anGn Q

]

0
Jn+ 1( sl 2) e

is(x- d) ds + Q
0

- ]
Jn+ 1( sl 2) e

is( x- d) ds = 0;

( 43)

  

D
L
1y = -

e15

2P6
]

n = 0
anGn Q

]

0
Jn+ 1( sl 2) e

is(x- d) ds - Q
0

- ]
Jn+ 1( sl 2) e

is(x- d) ds =

  -
e15
2P 6

]

n= 0
anGnQ

*
1n ( x ) ,

D
L
1x =

ie15
2P 6

]

n= 0

anGn Q
]

0
Jn+ 1( sl 2) e

is(x- d) ds + Q
0

- ]
Jn+ 1( sl 2) e

is( x- d) ds = 0;

( 44)

这里
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Q
*
1n( x ) =

- 2(- 1)
n/ 2

l
n+ 1
2

( x - d )
2
- l

2
2[ | x - d | + ( x - d )

2
- l

2
2]

n+ 1
,   n = 0, 2, 4, 6, ,,

- 2i(- 1)
( n+ 1) / 2

l
n+ 1
2

( x - d )
2
- l

2
2[ | x - d | + ( x - d )

2
- l

2
2]

n+ 1
,   n = 1, 3, 5, 7, ,

从方程( 38)和方程( 40)可得,下部裂纹右尖端附近应力场和电位场的奇异部分可分别表

示为 ( l 1 < x ) :

  

SR2yz = -
c44
4P6

]

n = 0

bnGn Q
]

0
Jn+ 1( sl 1) e

isx ds - Q
0

- ]
Jn+ 1( sl 1) e

isx ds =

  -
c44
4P 6

]

n= 0
bnGnQ2n( x ) ,

SR2xz =
ic44

4P 6
]

n= 0
bnGn Q

]

0
Jn+ 1( sl1) e

isx ds + Q
0

- ]
Jn+ 1( sl 1) e

i sx ds = 0;

( 45)

  

D
R
2y = -

e15
4P6

]

n = 0
bnGn Q

]

0
Jn+ 1( sl 1) e

isx ds - Q
0

- ]
Jn+ 1( sl 1) e

isx ds =

  -
e15

4P 6
]

n= 0
bnGnQ2n( x ) ,

D
R
2x =

ie15
4P 6

]

n= 0
bnGn Q

]

0
Jn+ 1( sl1) e

isx ds + Q
0

- ]
Jn+ 1( sl 1) e

i sx ds = 0;

( 46)

这里

  Q2n ( x ) =

- 2(- 1)
n/ 2

l
n+ 1
1

x
2
- l

2
1[ x + x

2
- l

2
1]

n+ 1
,   n = 0, 2, 4, 6, ,,

2i(- 1)
( n+ 1) / 2

l
n+ 1
2

x
2
- l

2
1[ x + x

2
- l

2
1]

n+ 1
,   n = 1, 3, 5, 7, ,

从方程( 38)和方程( 40)可得,下部裂纹左尖端附近应力场和电位场的奇异部分可分别表

示为 ( x < - l 1) :

  

SL2yz = -
c44
4P6

]

n = 0

bnGn Q
]

0
Jn+ 1( sl 1) e

isx ds - Q
0

- ]
Jn+ 1( sl 1) e

isx ds =

  -
c44

4P 6
]

n= 0
bnGnQ

*
2n( x ) ,

S
L
2xz =

ic44

4P 6
]

n= 0
bnGn Q

]

0
Jn+ 1( sl1) e

isx ds + Q
0

- ]
Jn+ 1( sl 1) e

i sx ds = 0;

( 47)

  

D
L
2y = -

e15
4P6

]

n = 0
bnGn Q

]

0
Jn+ 1( sl 1) e

isx ds - Q
0

- ]
Jn+ 1( sl 1) e

isx ds =

  -
e15

4P 6
]

n= 0
bnGnQ

*
2n( x ) ,

D
L
2x =

ie15
4P 6

]

n= 0
bnGn Q

]

0
Jn+ 1( sl1) e

isx ds + Q
0

- ]
Jn+ 1( sl 1) e

i sx ds = 0;

( 48)

这里
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  Q
*
2n ( x ) =

- 2(- 1)
n/ 2

l
n+ 1
1

x
2
- l

2
1[ | x | + x

2
- l

2
1 ]

n+ 1
,   n = 0, 2, 4, 6, ,,

2i(- 1)
( n+ 1) / 2

l
n+ 1
2

x
2
- l

2
1[ | x | + x

2
- l

2
1 ]

n+ 1
,   n = 1, 3, 5, 7, ,

上部裂纹右尖端应力强度因子 K
R
u 和电位移强度因子 K

R
Du可分别表示为

  K
R
u = lim

x y ( d+ l
2
)
+

2( x - d - l2)1SR1yz =
c44

Pl 2
6

]

n= 0
an
#( n + 1+ 1/ 2)

n!
, ( 49)

  K
R
Du = lim

x y ( d+ l
2
)
+

2( x - d - l 2)1DR
1y =

e15

Pl 2
6

]

n = 0
an
#( n + 1 + 1/ 2)

n!
=

e15
c44

K
R
u1 ( 50)

上部裂纹左尖端应力强度因子 K
L
u 和电位移强度因子 K

L
Du可分别表示为

  K
L
u = lim

x y ( d- l
2
)
-

2 | x - d + l 2 | 1SL1yz =
c44

Pl 2
6

]

n= 0
(- 1)

n
an
# ( n + 1+ 1/ 2)

n!
, ( 51)

  K
L
Du = lim

x y ( d- l
2
)
-

2 | x - d + l 2 | 1DL
1y =

    
e15

Pl 2
6

]

n= 0

(- 1) nan
#( n + 1 + 1/ 2)

n!
=

e15
c44

K
L
u1 ( 52)

下部裂纹右尖端应力强度因子 K
R
l 和电位移强度因子 K

R
Dl可分别表示为

  K
R
l = lim

x y l
+
1

2( x - l1)1SR2yz =
c44

Pl 1
6

]

n= 0
bn
#( n + 1 + 1/ 2)

n !
, ( 53)

  K
R
Dl = lim

x y l
+
1

2( x - l1)1DR
2y =

e15

Pl 1
6

]

n= 0
bn
#( n + 1 + 1/ 2)

n!
=

e15
c44

K
R
l 1 ( 54)

下部裂纹左尖端应力强度因子 K
L
l 和电位移强度因子 K

L
Dl可分别表示为

  K
L
l = lim

x y- l
-
1

2 | x + l 1 | 1SL2yz =
c44

Pl1
6
]

n= 0
(- 1) n

bn
# ( n + 1+ 1/ 2)

n!
, ( 55)

  K
L
Dl = l im

x y- l
-
1

2 | x + l 1 | 1DL
2y =

e15

Pl 1
6

]

n = 0
(- 1) nbn

#( n + 1 + 1/ 2)
n!

=
e15
c44

K
L
l 1 ( 56)

4  数值计算和讨论

从文献[ 13O16, 20]中的研究方法可知,可以利用 Schmidt 方法来求解方程( 35)、( 36) , 且选

取级数的前10项就可以满足有关精度1 应力强度因子K 和电位移强度因子K D可以利用数值

方法求得1 材料假定是经济实用的 PZTO4压电材料,材料常数分别为 c44 = 2. 56 @ 1010 N/m2
,

e15 = 13. 44 C/ m2和 E11 = 60. 0 @ 1010 C/ ( V1m) 1 有关结果可以用图2至图 8表示出来1 从这

些图中可以得出如下有益结论:

( � ) 本文研究的问题与文献[ 14]研究的问题是不同的, 文献[ 14]研究的问题是本文研究

问题的一种特殊形式1 文献[ 14]研究的问题是一对称问题,而本文研究的问题是一非对称问
题1 当 l 1 = l 2和d = 0. 0时,本文研究的问题可以退化成文献[ 14]中研究的问题,在这种情况

下,如图 2所示, 4个裂纹尖端的强度因子是相同的1 
( � ) 从文中的表达式可以看出,裂纹尖端的应力奇异性和电位移奇异性, 与一般的弹性

材料中裂纹尖端的应力奇异性相同1 其电O弹性之间的耦合特性可以从方程( 49)至方程( 56)
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的表达式中获得1 电位移强度因子可以直接通过方程( 50)、( 52)、( 54)和方程( 56) , 从应力强
度因子的结果中获得1 如图 3至图 4所示, 对于裂纹尖端处的电场, 它们具有与应力场相同的

变化趋势,但其幅值是不同的1 如图4所示,电位移场的幅值是非常小的1 

 图 2 应力强度因子随 h 的变化情况

( l1 = l2 = 1. 0 和 d = 0. 0)

( � ) 从方程( 35)至方程( 40)可知, 应力强度因
子与材料常数无关1 但电位移强度因子与材料的

剪切模量和压电常数有关1 应力强度因子和电位
移强度因子与裂纹长度、裂纹中心间的水平距离 d

和平行裂纹间距离有关1 
( � ) 如图 3和图4所示,两平行裂纹的应力强

度因子和电位移强度因子随着两平行裂纹间的距

离的增加而增加,这一现象被称作/屏蔽0效应[ 21] 1 
当 h > 5. 5时,应力强度因子趋近于 1, 这等于无限

大平面中反平面剪切单裂纹的结果, 也就是当 h >

5. 5时裂纹间的相互作用将变得很小1 

( � ) 从图4和方程( 50)、( 52)、( 54)和方程( 56)

可知,电可导通边界条件下的电位移强度因子远小于电不可导通边界条件下的电位移强度因

子1 

 图 3  应力强度因子随 h 的变化情况        图 4 电位移强度因子随 h 的变化情况

( l1 = 1. 0, l2 = 1. 5 和 d = 0. 5) ( l1 = 1. 0, l2 = 1. 5 和 d = 0. 5)

( � ) 如图 5所示可得,上部裂纹的右尖端与下部裂纹的左尖端的应力强度因子随裂纹中

心间的水平距离增大而增大, 而后当 d U 2. 0时达到最大值,随后逐渐变小, 最后上部裂纹的

右尖端与下部裂纹的左尖端的应力强度因子随裂纹中心间的水平距离d增加而增大并趋近于

单位 1,这等于无限大平面中反平面剪切单裂纹的结果 1 但如图 5所示,对于上部裂纹的左尖

端与下部裂纹的右尖端的应力强度因子随两裂纹中心间的水平距离 d 增大而减小, 而后在 d

U 0. 6时达到最小值,随后逐步增大,最后上部裂纹的左尖端与下部裂纹的右尖端的应力强度

因子随裂纹中心间的水平距离 d的增加而增大并趋近于单位1, 也就是当 d > 5. 5时裂纹间的

相互作用将变得很小 1 在这种情况下, 4个裂纹尖端的应力强度因子都将随裂纹中心间的水

平距离 d 的增加而增大并趋近于单位1, 这等于无限大平面中反平面剪切单裂纹的结果1 
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图 5 应力强度因子随 d 的变化情况        图 6  应力强度因子随 l1 的变化情况

( l1 = 1. 0, l2 = 1. 5 和 h = 1. 0) ( h = 1. 0, l 2 = 1. 5和 d = 0. 5)

图 7 应力强度因子随 l2 的变化情况        图 8  应力强度因子随 d 的变化情况

( h = 1. 0, l1 = 1. 0 和 d = 0. 5) ( l1 = l2 = 1. 0 和 h = 1. 0)

( � ) 如图 6所示,可得上部裂纹的应力强度因子随下部裂纹长度的增加而减小, 而下部

裂纹的应力强度因子随下部裂纹长度的增加而增加1 如图 7所示, 可得上部裂纹的应力强度

因子随上部裂纹长度的增加而增加,而下部裂纹的应力强度因子随上部裂纹长度的增加而减

小1 上部裂纹右尖端的应力强度因子大于左尖端的应力强度因子, 而下部裂纹右尖端的应力
强度因子却小于左尖端的应力强度因子1 这可能是两平行裂纹间相互作用引起的, 有待于进

一步分析1 
( � ) 如图8所示,当 l1 = l 2时可得上部裂纹右尖端的应力强度因子等于下部裂纹左尖端

的应力强度因子,上部裂纹左尖端的应力强度因子等于下部裂纹右尖端的应力强度因子,即当

l 1 = l 2 时, K
L
u = K

R
l = K

L和 K
R
u = K

L
l = K

R1 另外可得, 上部裂纹右尖端的应力强度因子随

着两裂纹中心间的水平距离 d 增大而增大 1 但对于上部裂纹左尖端的应力强度因子随两裂
纹中心间的水平距离增大而减小,而后在d U 0. 6时达到以最小值,随后逐步增大1 最后上部
裂纹的左尖端与下部裂纹的右尖端的应力强度因子随裂纹中心间的水平距离 d的增加而增大

并趋近于单位 1,这也表明当 d > 5. 5时,两平行裂纹间的相互作用将变得很小1 
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Basic Solution of Two Parallel NonOSymmetric Permeable
Cracks in Piezoelectric Materials

ZHOU ZhenOgong1,  WANG Biao2

( 1. Center f or Composite Mater ials , Harbin In stitut e of Technology ,

Ha rbin 150001, P . R . China ;

2. School of Phy sics and En gin eer ing , Sun YatOSen Univ er sity ,

Guangzhou 510275, P . R . China )

Abstract: The behavior of two parallel nonOsymmetric cracks in piezoelectric materials subjected to

the antiOplane shear loading is studied by the Schmidt method for the permeable crack electric bound-

ary conditions. Through the Fourier transform, the present problem can be solved with two pairs of

dual integral equations in which the unknown variables are the jumps of displacements across crack

surfaces. To solve the dual integral equations, the jumps of displacements across crack surfaces were

directly expanded in a series of Jacobi polynomials. Finally, the relations between electric displace-

ment intensity factors and stress intensity factors at crack tips can be obtained. Numerical examples

are provided to show the effect of the distance between two cracks upon stress and electric displace-

ment intensity factors at crack tips. Contrary to the impermeable crack surface condition solution, it

is found that electric displacement intensity factors for the permeable crack surface conditions are

much smaller than those for the impermeable crack surface conditions. At the same time, it can be

found that the crack shielding effect is also present in the piezoelectric materials.

Key words: piezoelectric materials; parallel nonOsymmetric cracks; the dualOintegral equations; in-

tensity factor
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